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УДК 514.75 
 

О. М. Омельян 
 

КРИВИЗНА 2-ГО ТИПА, ИНДУЦИРОВАННАЯ 
НА РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПЛОСКОСТЕЙ  

 
В многомерном проективном пространстве рассмотрено распреде-

ление плоскостей. Построена кривизна групповой связности 2-го типа, 
индуцированной композиционным оснащением распределения плоско-
стей. Доказано, что неподвижность пары плоскости Картана и гиперп-
лоскости Бортолотти в случае голономного распределения влечет об-
ращение в нуль тензора кривизны 2-го типа. 

 
 In many-dimensional projective space the plane distribution is consid-

ered. The curvature of group connection of 2-nd type, induced by composite 
clothing of plane distribution, is constructed. It is proved, that a immovability 
of Cartan’s plane and Bortolotti’s hyperplane in case of holonomic distribu-
tion attracts the vanishing of curvature tensor of 2-nd type. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, распределение плоскостей, 

групповая связность, тензор кривизны, композиционное оснащение. 
 

Key words: projective space, plane distribution, group connection, curvature 
tensor, composite clothing. 
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В работе индексы принимают следующие значения: 

.n,m,...a;m,,...i;n,,...I 111   

1. В n-мерном проективном пространстве Pn будем рассматривать рас-
пределения NSn [1; 2] m-мерных центрированных плоскостей *

mP , которое 

определяется уравнениями ,Ja
iJ

a
i   причем компоненты фундамен-

тального объекта 1-го порядка распределения удовлетворяют следующим 
дифференциальным сравнениям по модулю базисных форм I : 

,d; a
b

b
iJ

K
J

a
iK

j
i

a
jJ

a
iJ

a
iJi

a
J

a
iJ  0  

где a
J  — обобщенный символ Кронекера. 

Ранее было произведено [3; 4] композиционное оснащение распре-
деления NSn, состоящее в задании на нем аналогов плоскостей Картана 
и нормалей 2-го рода Нордена, а именно: 

Сn-m-1: *
mP   Cn-m-1 = Pn, Nm-1: А  Nm-1 = *

mP , 

причем оснащающие плоскости определены совокупностями точек 

Ba=Aa+ i
a Ai+ a A, Bi=Ai+ i A. 

Объект },,{ ia
i
a   является оснащающим квазитензором, содер-

жащим 3 подквазитензора i
a , { i

a , a } и i . Выражения для диффе-
ренциалов точек Вa и Вi имеют вид 

dBa = (…) b
a Bb + Ji

aJt  Вi + ( i
aIiaI tt  ) I A,  dBi = (…) j

i Bj + (…) a
i Ba + J

iJt  A, 

где компоненты тензора { , , }i
aJ aI iJt t t t  неспециальных смещений [3] явля-

ются функциями от фундаментального объекта 1-го порядка 1 { }a
iJ    

распределения NSn, оснащающего квазитензора   и совокупности его 
пфаффовых производных { , , }i

aJ aI iJ     , т. е. 1( , , ).t t      Тензор t со-

держит ряд простейших, простых и составных подтензоров, причем равен-
ство нулю тензора t геометрически означает неподвижность пары плоско-
стей 1 1( , ),n m nC P    где 1nP  представляет собой гиперплоскость Бортолотти, 

натянутую на плоскость Картана 1mnC  и нормаль 2-го рода 1mN . 

2. С распределением NSn  ассоциируется главное расслоение [2] 
G(Un), базой которого является область Un проективного пространства 
Pn, описанная центрами плоскостей *

mP , а типовым слоем — подгруппа 

стационарности G центрированной плоскости *
mP . В этом расслоении 

приемом Ю. Г. Лумисте [4] задана групповая связность с помощью фор-
мы ,~ K

K  причем ,~{~ i
j ,~

i }~,~,~
a

i
a

a
b  . Компоненты объекта 

связности },,,,,,,,,{ abai
i
ab

i
aj

a
bc

a
biiaij

i
ja

i
jk  , удовлетворяют диф-

ференциальным уравнениям [2], в частности, 

  ,Ii
jkI

i
jk

i
jk   ,Ii

jaI
i
ja

k
a

i
jk

i
ja  … (1) 
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Объект групповой связности Г содержит ряд подобъектов [2]. Ком-
поненты объекта кривизны ,...}R,R,R{R i

jab
i
jka

i
jkl  групповой связности Г 

выражаются [2] через компоненты объекта Г, их пфаффовы производ-
ные и компоненты фундаментального квазитензора 1 , например, 

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

, ,

1
( ) ,

2

i i i a s i i i k i
jkl j kl ja kl j k sl jab j ab j a kb

i i i i b l i
jka jka jak jb ka j k la

R R

R

            

         
 (2) 

причем альтернирование производится по крайним индексам в квад-
ратных скобках, поэтому .R,R i

)ab(j
i

)kl(j 00   Объект кривизны R связно-

сти Г является тензором и содержит ряд подтензоров, соответствующих 
подобъектам объекта связности Г. 

3. В работе [3] было доказано, что распределение NSn  и его компо-

зиционное оснащение индуцируют в расслоении (NS )nG  групповую 

связность 2-го типа 
02
 },,,,{ aI

i
aJ

a
bIiJ

i
jK

02020020
 , с компонентами, опреде-

ляемыми, в частности, по формулам  

 

020

02

, 2 ,

( ) 2 .

i a i i i a k
jk jk a j k k j ij ij ij a k i j

j j jb k
ai ai ji a ji a b b k i a j a i

                   

                
 (3) 

Построим кривизну, порожденную групповой связностью 2-го типа, то 

есть получим охваты компонент тензора кривизны 
02
R  объектом групповой 

связности 
02
 . Из выражений (2), определяющих компоненты тензора кри-

визны R, видно, что для этого сначала нужно найти охваты пфаффовых 
производных объекта Г. Используя дифференциальные уравнения (1), вы-

ражения (3) и им аналогичные для компонент объекта связности 
02
 , най-

дем, что его пфаффовы производные охватываются следующим образом: 

 

02

02

02

( ) ( ) 2 2 ,

( ) ( ) 2 2 ,

( ) 2(

a a b l a l l
ijk ib jk a l ijk ij ak l a lk ik j i jkijk

b b c k b k k
ija ija ic ja b k ija ij ba k b ka ia j i ja

j j j jc c
iab iab c j iab ia j cb c jb a ib i ab j a i

                   

                   

                   

), ...

b

j j
i a jb i j ab



     

 (4) 

Возвращаясь к формулам (2), определяющим тензор кривизны R, ви-

дим, что для получения выражений охватов компонент тензора 
02
R  необ-

ходимо: 1) найти альтернации соответствующих пфаффовых производ-
ных (4), учитывая симметрии компонент a

iJK  фундаментального объек-

та 2-го порядка },{ a
iJK 12  и пфаффовы производные 2-го порядка 

aIJ
i
aJKiJK ,,   компонент квазитензора   распределения nNS  по двум по-

следним индексам; 2) вычислить свертки соответствующих компонент 
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объекта 
02
  и 1 , а также найти альтернированные свертки соответствую-

щих компонент объекта связности 
02
 . Таким образом, выражения охва-

тов для компонент тензора кривизны 
02
R  имеют следующий вид: 

,RR ia
a

]jk[l
l
ijkijk 

002
 ,RR j

j
iabiab 

002
 ,RRR i

ab
b

]jk[
l
a

i
ljk

i
b

b
ajk

i
ajk 

0002
 

  ,RRR j
a

i
jbc

i
d

d
abc

i
abc 

0002
 ),(RRR k

akbab
b

]ij[l
k
a

l
kijb

b
aijaij 

0002
 (5) 

,...RRR j
i
a

j
ibcd

d
abcabc 

0002
 

Выражения охватов для остальных компонент тензора кривизны 
определяются по формулам, аналогичным (5), но имеют более громозд-

кий вид. Итак, мы построили кривизну 2-го типа 
02
R , индуцированную 

композиционным оснащением распределения nNS . 
Замечание 1. Из формул (5) видно, что в выражения охватов компо-

нент тензора кривизны 2-го типа 
02
R  входят компоненты тензоров кри-

визны индуцированных линейных связностей, охваты которых были 
найдены в работе [5]. 

Теорема 1. В случае голономного распределения ( 0a
]ij[ ) при равенстве 

нулю тензоров кривизны индуцированных плоскостной i
jKLR

0
 и нормальной 

a
bIJR

0
 линейных связностей тензор кривизны 2-го типа 

02
R  обращается в нуль. 

Замечание 2. Охваты компонент тензоров кривизны индуцирован-
ных линейных связностей представляют собой функции компонент 
тензора неспециальных смещений t, оснащающего квазитензора   и 
фундаментального объекта   1-го порядка распределения nNS . 

Теорема 1 равносильна следующему утверждению: 
Теорема 2. Неподвижность плоскости Картана и гиперплоскости Бор-

толотти (t = 0) в случае голономного распределения влечет обращение в нуль 

тензора кривизны 2-го типа .R 0
02
  

Замечание 3. В работе [6] введены обобщенные тождества Риччи 

для компонент объекта кривизны }R,R{ ijk
i
jkl

020
 центропроективной под-

связности },{ ij
i
jk

020
  и показано, что они выполняются лишь в случае го-

лономного распределения. 
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